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DICHIARAZIONE 






Da qualche tempo io vagheggiava l'idea d’insliluire un Giornale di Matematiche 
elementari , nel quale poter esporre segnatamente alcune mie Memorie sopra 
diverse materie, di cui ebbi occasione di occuparmi più di proposito nei decorsi 
anni. Ma contrarie circostanze di continuo opponendosi all’ elTeltuamento di questo 
mio desiderio ; fra le quali non è ultima quella della spesa , c della difficoltà di 
trovare sufficiente numero di abbuonati ; mi decisi cosi di seguire il consiglio 
prolTertomi da alcuni amici, di pubblicare solo, a modo di annunzio, un sunto de' 
principali risultati da me ottenuti ; riscrbandonc tuttavia le dimostrazioni per le 
colonne di detto Giornale , qualora mai giungessi ad intraprenderne la redazione. 

Genova , Settembre 1 8(ì2. 
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CENNI SOPRA ALCUNI RISULTATI 

DI ANALISI ALGEBRICA E DIFFERENZIALE ^ 



I. 

Rappresentando V la temuta dette potenze ni. ™ dei primi n numfri naturati, cioè ponendo 

.. ,w _iti , m 

V = 1 -+- 2 •+• 3 4- + Il , 

DI. N 

si ha la formola generale 

f > , I . 1 / \ tn W— I I / v -> PI— 3 , I / \ r* 1,4—4 

4 .-( OT ) ( C» - 7 (m) j C» +;(m) t C » 

1 — jTi ( m )< C 4 M " _<: P ("•>«-, °" cr0 • 

in (m — I) (m — 2) ( m — i-t- 1 ) 






^ m, a , 



dove sono i (allori 



(« 0 / 



gli altri (allori 

t 



1 . 2 . 3 



lidi 



C— 2.5’ C i~2.3.3’ C ‘ — 2.3.7’ C » — 2 . 5 . 5 ’ C »~ 2. 3 . Il ’ C " 2.3.3.7.13’ 

7 „ 3617 „ 43867 „ 283.617 „ II. 131. 393 

— a •? * .. * a i k j t t in * = li ? v rr » " 



il 2.3 2.3.3.17 n — 2.3.7.19 n — 2.3.3.11 «' 



2 . 3 . 23 



236364091 13.657931 „ 7.3392780147 „ 5.1723168235201 

n 2.3.3.7.13 » 2.3 » 2.3.3.29 » 2.3.7.11.31 

e preudendo di eiascun doppio segno il superiore o V inferiore, a serenila delle forme 4<H-1, o 4e — I, 
die abbiano i numeri impari i, m — 1 , ovvero m — 2. Devesi però ritenere, come di condizione (che 
risulta dalla Teoria), di far sempre terminare ipiesto polinomio al termine in « , pei casi di m impari a par- 
tir da 3 , ed invece al termine in n , per gli altri rasi di m pari a partir da zero , compresovi ipiclln 
ancora di ni = I . 

Cosi, ponendo successivamente m=0, 1, 2, 3, 4, 3, si avranno, dietro tali avvertenze, le 

seguenti forinole particolari : 

v ..,=7» ■+■ r*> v t, = 7 " + T» + n'n n =i( , "+ 3# +»)' 

V ,. „= T T »’+ T • T • ri M — T ( "''*■ 2 " 3 + > V 4, »= i ( G 1,1 + 1 5 M *+ 1 0 1,1 — '0 • 

V ^ 1 = ~ (ì » + 6 n-|- 3 n‘ — n ) , e via di seguito: potendo avanzarsi in i|ueste ricerche lino al 
caso di hi = 3I inclusivo, mediante l'impiego dei soli C sopra riportati. 
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II. 



Considerando una qualunque progressione per differenza , composta di n termini, c di ragione i ; della 
quale si noli per k la somma di due termini equidistanti dagli estremi, o vale a dire la somma degli 
estremi; se si rappresenti con la somma delle potenze ni. di tutti i suoi n termini, si avrà 
questa data dalla forinola : 

, i’+fm'iS'k'-' .■*+(•»), A/-V-I- j 

** i — » - 4 -(m) A t i™, ovvero 4-(m) A ki m 'j 

\ v s m m ’ v 'm— 1 m— i / 

dove, |K?i valori di p pari, il eoeOieiculc 

m (m — 1) (m — 2) (m— p+- 1) 

H= i . a . ■> p ' 

designando le A dei polinomj in n , che hanno da principio le espressioni qui appresso : 

A o =n, A 2 =^r n(n’— i), A 4 = ^-n (n’ — l)(3n* — 7) , A t = ~ »i (n— I) (3 »/— 18 iZ+31) , 

\e=-Ln(n — l)(5n‘ — 53 «*-t-239 n* — 381), A |0 = ^ n(n — l)(3n* — 52n 6 4-410ii‘ — 163(1 n J -t-2533) ; 
per le quali risulterebbe già ap|>licabilc la forinola lino al raso di in = 11 inclusivo. 

III. 



Se della progressione precedente si moltiplichino firn di loro gli n termini semplici ad m ad »i, e si 
noli con P la somma di tulli i prodotti differenti cosi formali; si avrà questa somma espressa dalla 
seguente formula generale : 






f zt (in) B k i , ovvero =t (in) B ki 

( v 'm n ’ ' 'm-l m-l 

dove sono i polinomj 




i 



B=l, B 3 = y («4-1), B 4 =-i(n-M)(5n4-7), B,=^(n- 1 - 1 ) (35 » 4- 1 12» + U3) , 



B > = 1 y(n+l)(175n 3 +'J45n J 4l7C‘Jn+l 143), H =^(n+l)(385n 4 +308lhi 1 +9(il4n +l381Cu+7liG5), 

e cosi avanti , però senza una legge cognita. Per tali B già determinati , sarchi* pure applicabile la for- 
mula fino al caso dì >n=ll. 



IV 

Se i termini della della progressione venissero prima elevali a potenza <p‘ e poi se ne formassero, 
come sopra, tulli i prodotti dillcrenli ad m ad m, esislerebliero formule analoghe, certamente più com- 
plicate , |>er f espressione delle somme di questi ultimi. 
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Per esempio, elevinolo al quadralo ludi i (ci mini della progressione, e poi moltiplicando i quadrati 
Tra di loro a due a due , la somma di tullti i prodotti differenti , che si indichi al momento con S , 
verri cosi espressa : 

S=i-(n) J . f («4-1) (» — 3) 4* i* + jj- (»+l) (3 n* — 9 n’ — 5 n-4-2 1 ) i* | • 

lo particolare, considerando la serie dei numeri naturali elevati al i/uadralo , cioè la serie I *, 2*, 3*, .... 
e untando con la somma dei prodotti ad m ad m di questi ultimi; si avrebbe l' espressione 

di tal somma della forma Z n = — •*■■!*„ -R mj dove sia il fattine X=n (n-H) (2n+l) , il fattore 

»*„=(« — l)(n — 2).....(n — m+l).(2n — l)(2n — 3).... (2n — 2»»+3), salvo a prendere ^ = 1 ; c 
dove rappresenti un divisore numerico, ed invece lt m un polinomio in n, che, pei primi eim/ue 
ordini, ammettono i valori seguenti: 

y ( = 0, Y t = 3 G 0 , = 45 3 CO , 7 4 = 5 4 4 3 2 0 0 , 7^= 359251200; 

R ( = 1 , R^Sn + G, R l = 35n , + 91n + 00, R 4 = 175 »‘+ 735 » + 1046»+ 504, 



R s = 385 n* + 2310 n’ + 5291 n + 5478 « + 2100: onde risulta già cognita l' espressione di Z m 
lino al 5.° ordine inclusivo. 

Similmente, considerando la serie dei cubi dei numeri naturali, cioè la serie 1*, 2 1 , 3*, .... n, e no- 
tando X la somma dei loro prodotti ad m ad m , si hanno , pei primi ordini , le formolo : 



X j = ~ • (n + 1 ) • (2 1 n' + 30 n 4 - 2 1 n‘ - 48 n + 8 ) , 



X ( = f » 

^,= 2 ^, ■ — ^"3 ''('<+ »*+ '•>»— 237 n — 77 n J + 302 «’+ 1 48 11 — 330) , ere. 

Ancora per la serie delle quarte potenze , cioè I \ 2 4 , 3* n, che si noti con Y la somma dei 

prodotti ad m ad m , si ottiene : 

Y i =^n , n+lX2o-t-lX3» , +3n— 1), Y s =~^ — l X2n+ 1 X2n— I X9n* +20 n — 1 5n 4 — 50» ! -f 11 +30), 
ere. e cosi per le potenze superiori. 



V. 



Più in generale , designando )(») una funzione intera c razionale di n , se si consideri la serie ilei 
numeri ■)(!), i)(2), )(3),.... f(n), dei i|uali si facciano tutti i prodotti differenti ad m ad in, la somma P 
di questi ultimi sarà sempre esprimibile in funzione di n , con formolo analoghe alle precedenti. 

Per esempio, preso f(n)=n — n + 1, clic, per n = 1 , 2, 3, 4 ,.... n, fornisce la serie degli » nu- 
meri t, 3, 7, 13, (n ! — u+1) , si ottengono le formolo : 

P,= -f » (»’+ 2), P s = ^ ■ "j"~ 1) '(iiii 4 - 4 n + 1G »’ + « + 21), 

P,= —• — 7 — — j— • (33 n r — 84»| S + 158t| 4 — 51 n’+529n , + 18n + 30G), ter. 
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N. B . — Le dimostrazioni dei risultati precedenti, consegnate in due Memorie successive, occupereb- 
bero alcuni numeri di mi Giornale da 7 od 8 Togli di stampa. Oltre a ciò, tengo in pronto altre Memorie, 
riguardanti varie questioni di Analisi c di Geometria ; fra le quali una sulC eliminazione di uri incognita 
fra due equazioni di qualunque grado ; altra contenente un’ estesa teoria delle posizioni delle rcUe e 
dei piani nello spazio , da servire come di inlroiluzione ad un Corso regolare ili Geometria Descrittiva ; 
una terza Memoria sulla legge delle derivate n. “ delle funzioni di funzioni di una o più variabili ; 
e parecchie Aliate infine sopra argomenti diversi, che fora inutile adesso di enumerare. Solo mi limiterò 
ad un breve cenno della della Memoria sulla legge delle derivale cce. , pei casi più semplici del 

problema in quella risoluto : ben sapendo die dello stesso fu giù itala una soluzione assai elegante ; però 
in forma troppo compendiosa , per non lasciare alcun clic a desiderare dal lalo sviluppo definitivo della 
formula medesima. 



VI. 



Sup|Hjsto : lina funzione di piò variabili x, g,— , le quali siano ad un tempo funzioni di altre varia- 
bili r, a, I,....; lo sviluppo delitiilivo d'ogni derivala di z per rapporto ad r, s, si potrà 

sempre dedurre (nel modo che sarà in parte spiegato qui appresso) dalla seguente 



Fonsot.v Tiro 



d’z 



= d’z (ddd rf)- 



I (d dd: 



■rf). 



’s (d’d d -+■ tfVrf. 



■ d) 



+d n - , z(d , d.M+dVd.J+d\Ì‘i?d..d)+d*~\(d'j..d+d , d’d..d+itd'd..d+d'd;d 1 d..d+<Ì‘dVd , d..d) 

-+- <l"~ : 'z(tfd..d +tl’’if d..d +</ , rf , d..<f+dWd..d + dV d’d..d + tCtftf <t d ..d+ t?d’ d’ (t tC d .. d) 



-I - d'z (d H ’rfJ + rf" * d’d -t- eee. ) ■+■ d'z ( d" 1 rf -1- rf n " ’ d’ -+- ecc. )-+-da(d“); 
nella quale ogni rf"s esterno alle parentesi vale per un segim corrispondente alle diverse derivate 

•in 

(12 . at fl X 

— c<l 0 J 5 iii d interno vale invece per un xegno corrixpondeììtc alle derivale — » 

dx dy dr di dt 

»«• 

y 

I *' I ■»'' / W"' > e<T ‘ 

dr ds dt 

In quanto ai polinomj simbolici delle parentesi, considerandovi ogni if semplice coinè avente l’ in- 
dice I , sono da ritenersi le seguenti condizioni essenziali : 

1. ° • III tutti i termini delle parentesi , la somma degli indici dei fattori o delle lettere d è sempre 
> uguale ad n ». 

2. ° • Patta astrazione dagli indici , la lettera d è sempre scritta lo stesso numero di volle in tutti i 

» termini di una stessa parentesi , eguale all’ iudice m del fattore a e esterno ». 

■>.* « Ogni parentesi è if complesso di tulle le forme differenti , registrate ciascuna una volta sola , 

» le quali si ottengono , aumentando m tutti i modi |tossibili di un’ unità l’ indire <!’ un fattore dei tor- 
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> mini della parentesi precedente, c sopprimendo allo stesso tempo un fattore di indice t. Quando tal 
» soppressione non fosse piu possibile, per la mancanza d' ogni altro fattore il semplice, si ometterà 
» allora il termine in corso, nella |Kirentesi che si forma ». 

£ di tal maniera che , dall' unico termine ddd...d della 1.* parentesi, viene a dedursi pur I' unico ter- 
mine d?dd...d della parentesi 2.*; ma da questo poi derivano le due forine distinte dei termini della 
parentesi 3.* ; e cosi di seguilo , lino all' ultima parte dello sviluppo , la di cui parentesi ritorna pure 
ad essere di un solo termine rf". 

Ciò premesso, consideriamo il caso piti semplice nella questione che si tratta, quello di z=f(x), 
mentre sia x = f (I), per cui s funzione di funzione di t. 



(J z m 

Il primo membro della forinola Tipo divenendo , nd ogni fallorc esterno d z del secondo membro 

di' 



si sostituirà ora la vera forma 

dx 



1 termini delle parentesi, sviluppale al modo detto, trovandosi tutti compresi nella forma generate 



d x d x d x et d c d e ‘ d y d y d y dd....d, 

dove si soppongano X indici * , ^ indici 6, v indici y e in conseguenza n —»*« — m $ — — • 

dici 1 ; a questa forma si sostituirà la vera seguente 

/d*x\ ) -/<f'ry/d y x\ v /dx\ n ~ Xa —l ‘S-'r- 

' \dt*y w ) w ) \ Al ) 

nella quale K rappresenti un coefficiente numerico calcolalo |>er la forinola 

„ ( n — + — t)? 

dove significhino le notazioni 

("—/>)* = » («—>)(»— 2) (»— V) . 

Perciò la forinola Tipo divenendo 

»— J_ ,N-I 



« ! = I . 2 . 3 . 



£f _<£j_(As\ r dz/dxN’-’l d'-’a r dV/dxv - 5 /d .rv ’ /rfxX-'l 

dx^dt) dx- LVw I éx-'ì. di\«) +c (t 0 w J 

d z f d.r /ilx\" * d*x d'x / dx\ / d*x\ /dx\ n ~ l '~\ 

-"jpLvG) +F (?)fc) J 

- (è)'en 



p['Ì70 



d x d x /dr\' 

di * dt 1 KdlJ 



-H ( 



DigitizedJby Google 



8 



si avranno tosto i coefficienti 

A= (t»-1)? r _ (»- 2)? _ r _ («-5)^ p _ (n-3)? g _ („ — 4) ? ' F _ (n-S)1 
2! 3 t 31 (2 !) ’ 4! 3! 2! 3 ! 

1 „_(« -»)? ,_ («-»)? L ._ (n-6)? , (w — 7)? 

3! ’ 4! 2! 2! (3 1/ ' 2!3!(2l/’ 4! (2!) 4 ’ 

die compiranno Io sviluppo della medesima. 

Polrcbbesi verificare questa formola a posteriori , differenziandola una volta rapporto a t, e calcolando 



direttamente lo sviluppo della nuova derivata — — - 

(U n+, 



collo stesso metodo , cambiato n in n + 1 : dal 



confronto dei due risultali , si conchiuderà allora 1' esattezza di quello testé riferito. 

Dopo questo caso il pili semplice , non riuscireblic cosi agevole l' indicare parimenti con brevi ccuui 
l’uso della detta Formala Tipo, per la deduzione delle derivate n.'""'‘ di z in altri casi più complessi: 
onde mi limiterò solo ad accennare che mentre, nel caso considerato, ad ogni fattore simbolico d x si 
il“z 

fa corrispondere un fattore vero , nel nuovo caso ad esempio di s=f(x) con x=?(r,a), allo stesso 

di’ 

simbolo il x dovrebbe farsi corrispondere invece un polimonio di «4- 1 termini , seguenti una legge pro- 
gressiva; e si verrebbe poi a sostituire alla forma generale giù indicala dei termini delle parentesi, una 
nuova forma derivante dal prodotto dei varj poliinonj in discorso , che si rimpiazzerebbe da ultimo colla 
forma vera , accompagnala da un adatto cocflìcicnte , il quale si esprimerebbe col prodotto di due for- 
inole consimili a quella deli' N sopra veduta. Analogamente |icr z=f(x) con x=?(r, », I), c via di 
seguilo. 

Se vaglia trattarsi il caso di zz=[{x, y), mentre x — ?(/), cd y — '}(/), allora ai fattori d z, e/lerni 
alle | «arcatesi della forinola Tipo, si dovranno sostituire successivamente tutte le forme della derivata 
iTr 

— — - — - per « = 0, 1, 2 »i. Kcllo stesso tempo, distinguendo i fattori d interni relativi all a- da quelli 

dx dy 

relativi all’y, si verranno ad associare a tali derivate delle nuove parentesi più complesse; i termini delle 
quali si tradurranno poi nei prodotti delle derivale corrispondenti di i e di y rapporto a t, accompagnati 
pure da rocflicicnli numerici , che si calcoleranno sempre con una formula analoga a quella ilell'N prece- 
dente : ma ulteriori dettagli su questo oggetto mi allontanerebbero di lrop|>o dal mio proposito. Però non 

d" • 

tralascierò di avvertire come venga sensibilmente a semplificarsi lo sviluppo di- — — in discorso, per l'ipo- 

dt 

tesi speciale di t—x, c cosi di z—f(x , y) mentre y=^(x); nel qual caso si indicherà esso, per 

distinzione, con — - d"z , ovvero con - — — d n f, scrivendo f per s, comesi costuma di fare specialmenlr 
dx dx 

I „ 

nelle derivate dell’equazione f(x, y)=0. Poueudo tale sviluppo di — -(//"= 0, si avrà allora in forma 

dx 

generale I’ «/nazione derivata d'ordine n dell’equazione primitiva f(x, y)=0, considerandovi * varia- 
bile indi|icndcnte , evi y funzione di x. 
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OPERE 



DELLO STESSO AUTORE 

VEKDIMIU A QUESTA TIPOGRAFIA 

* PBEOO 

LA LIBRERIA LUIGI BEUF 

Wnit ».* A*. 

— I W f- V 

.Memoria sui Triangoli Simili *. Ln. 2. — 

> sui Rapporti delle Figure * 0. 30 

• sopra Tre Teorie piu' elementari della Geometria . . • I. 75 

> sulle Radio primitive delle equazioni rinomie rapportate 

A UN MODULO PRIMO . . . . . . » 8. — 



Presso della presente In ■- 
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